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Synopsis
　　Let　M　be　a　Riemannian　manifold　of　the　form（ro，　oo）×Sn－1，　Sn－i　being　the（n－1）－
sphere．　We　suppose　that　the　metric　of　M　is　given　by　ds2＝dr2十ρ（r）2ds’2　and　we　con・
sider　on　M　the　Schrδdinger－type　equation－△u十qu＝えu，λ＞0．　The　aim　of　this　paper　is
to丘nd　reltitions　between　growth　of　the　solutions　at　Oo　and　the　functionsρand　q．
　Mを（r。，。。）×S”’1の形のリーマン多様体とする。ただしsn－1は（n－1）球をあらわ
す。Mの点を（r，ω），　r＞ro，ω∈S””iとしたとき，　Mのリーマン計量は
　（1）ds2ニdr2＋ρ（r）2d5’2
で与えられるとする。ここにdsはMの線素，　ds’はS”’1の線素そしてρ（r）は真に正値
なrのC2級関数である。この論文において基本的な仮定として
　（2）　ρは単調増加かつ発散
であるとする。単調増加である範囲は，十分遠方でということでよいが，楕円型方程式の解に
対する一意接続性定理によって（r。，。。）でρが単調増加であると仮定しても結果のもつ一般性
は失われない。このことは後にふたたび示す。
　M上のLaplace・Beltrami作用素を△と書けば，よく知られている微分幾何学の公式から，
（1）によって
（3）△一焉?i・n－・÷）＋渉一』　．
が導かれる。ここにnはS”“i上のLaplaceBeltrami作用素をあらわす。この論文の目的は，
q（r，ω）をM上の実数値連続関数，λを正の数としたとき，方程式
　（4）　一△u十qu＝　Ru
の自明でない解Uが，r→。。に際してどのように増大するかを示すことである。結果を示す前
につぎの記号を定義する。
　　　　q＊（r）ニsupω∈sn－ilg（r，ω）1
さらにρ，ρはそれぞれdρ／dr，　d2ρ／dr2をあらわすものとする。
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　定理1　r→o。のときρ（r）／ρ（r）＝o（1），戸（r）／ρ（r）＝o（1），ρ（r）q＊（r）／ρ（プ）＝o（1）
を満たしているならば，（4）の恒等的には0でない解uに対して，ある正の数aとR。（≧r。）
が存在して，任意の正の数εおよび任意のR≧R。＋2に対して
（・）∫ン・塩1綱1㈲吻・≧・∫：二，器
が成り立つ。口
なおρn－’drdtOがMの体積要素にほかならないことに注意すれば，つぎの系がえられる。
　系　もしもある正の数εが存在して，r→。。のとき（5）の右辺が発散するならば，　Mで2乗
可積分な（4）の解は恒等的に0なものに限る。□
　定理2ρ／ρ∈L2（r。，。。），ρ／ρ∈L，（r。，。。），　q＊∈L、（r。，。。）かつ
（・）・製P2毒｛1　11〃－glp／・＋1”ぎ111ρ1／ρ＋・q’／P｝〈・
が満たされているとき，（4）の恒等的には0でない解uに対してある正の数αおよびR。（≧r。）
が存在して，任意のR≧Ro十2に対し
（・）∫二・・駆1・（r）・）1・P（r）n－・d・≧・（R－R・一・）
が成り立つ。口
　注意1βが定符号のときは，p／ρ∈L，（ro，。。）および（6）からρ／ρ∈L、（ro，。。）がひとりで
に従う。なぜなら，部分積分によって
　　　　∫：瑠ゐ一霧一ll；il＋∫1袈叢ゐ
であり，一方（6）によってρ（r）／ρ（r）は有界だから左辺は有界かつ単調となるからである。
　注意2特にユークリッド空間すなわちρ（r）＝r’のとき，ρは定理1，定理2いずれの条件
をもみたしている。したがってq＊（r）＝o（ズ1）であれば（a＞0として）
　　　　∫二啄1・（r）・）1・rn－・d・・≧aR・－e－b
が，1im　SUPr÷。。　rq＊（r）〈2》7’かつq＊∈L，（ro，　oo）なら
　　　　∫二・瓜！・（r）・）1・rn－・d・≧・R－b
がそれぞれみたされる。これはKato〔2〕の結果の一部分でもある。
　以下で定理1と定理2を同時に証明する。そのためにまず
（8）v（r，ω）＝ρ（r）‘”’1’t2u（r，ω）
とおくと，（4）より，v（r，ω）はつぎの方程式を満足することが容易に示される。
　　　　Vrr＋λv＋ρ’－2Av＋T（r）v＋qv＝0
ここに
（・）T（・）一一グー浴i・（n－・・t・）一一（e＝iizt｛！）（n－3）ター一午÷．
であり，v。rは∂2v／∂〆をあらわす。後の都合のため，正のC1級関数η（プ）を用いて方程式を
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　（10）　　Vrr十（λ十η（r））v十ρ｝2∠lzノ十丁（7°）v－（η（プ）十q）v＝0
と書いておく。
　L2（sn－1）におけるノルムを1111，　内積を（，）であらわして，　rとωの関数v（r，ω）を
L2（S”’1）の中に値をとるrの関数v（r）＝v（r，・）とみなすことする。方程式の係数の滑らか
さからみて，v（r）はC2級であり，　dv／dr＝τr（r，・），　d2v／dr2ニτrr（r，・）が成り立つ。（左
辺は強微分，右辺は偏導関数。）われわれの場合のように正の固有値に関連する問題を扱うと
き，つねに鍵になるアルゴリズムは
　（11）　　F（r）＝llVrli2十（2十η（r））［lvll2十ρ（r）－2（ノlv，　v）
という関数を考察することである。（以後v（r）と書くべきところをしばしばVと書く。）　ま
ずρ（r）2F（r）の導関数は
　　　　（ρ2F）’＝2ρρ｛【IVrl12十（λ十η）1［vli2十ρ一2（Av，の｝十ρ2｛2Re（Vrr十（1十η）v十ρ一2Av，　VT）
　　　　十7i）【lvl【2－2ρ一3ρ（nv，　v）｝＝2ρρ｛11Vrlj2十（2十η）i［vll2｝
　　　　十ρ2｛－2T　Re（v，　vr）十2Re（qv，τr）十2ηRe（v，　vr）十il　l【vll2｝
となる。ただし方程式（10）を用いた。したがってシュワルッの不等式および相加平均相乗平均
の間の不等式を用いると，
　　（ρ2F）’≧2ρρ｛11vrll2十（λ十η）11vli2｝
＋P2o一六（ITI＋q“＋・）（II・・ll2＋㈱伽1ド｝｝
≧2ρρ｛1【vrll2十（λ十η）11vli2｝
　　　　＋P2〔一去（iTl＋q’＋・）｛11・・ll2＋（z＋・）11・lj2｝一÷1・）1｛llvrll2＋（，Z＋・）［1岡
　　　　一・ρ｛・一六・P－i（1Tl＋q＊＋・＋六カウ｝｛11・・112＋（2＋・）11・li2｝．
を得る。ただしρ一1＝1／ρ，ρ一1＝1／ρである。（9）から，
（・2）・P－・ITI≦1　11q3 グ1ρ＋esLiρ一i1・bl
であ・・とに注意・ておく・さて淀理・の場合には・一去》7卿・え・ぶ・（・は定数）．
そうすると（12）から
　　　　　≦六1　111　31グや＋午グ11ρ1＋・P－・q・）
　　　　　　ε　　　　ε　　　　　十一十　　　　　　3
εを任意にえらんだ正の数であるとすれば，定理1の仮定から，ある数r、をえらんでr≧rl
のとき第1項≦ε／3かつρ一ip＋ρ’11tbl≦Vλが成り立つようにできる。したがってr≧r1で
　（13）1　（ρ2F）°≧（2一ε）ρρ｛ilvrl12十（R十η）llvil2｝
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が成り立つ。なおρρ’1q＊＝o（1）であるからr≧r、で
（・4）・η（r）－q’（r）一グ礁・一・P－・q＊）≧・
であるとしてよい。この式はあとで使う。
　定理2の場合はη（r）；0とおく。このときは
（・3）・㈹・≧｛・一六・P－・（1Tl＋の｝・ρ（ll防i酬・1ド）
であるが，（6）から，やはりある数r1が存在して，　r≧r、で右辺の中括弧の中味が或る正の
tw　k以上であるようにできる。
　定理1，定理2いずれの場合でもつぎの補題が成り立？ことが証明のかなめである。
　補題1　ある数r2≧rlが存在してF（r2）＞0　　　□
この補題の証明はあとにまわすことにして定理（複数）の証明を完結しよう。ρ2Fは増加である
からr≧r2でつねにF（r）＞0である。（11）と作用素∠の非正値性から
　　　　IIVrl12十（λ十η）11vll2≧F
であるから，定理1の場合には（13）、からr≧rzで
　（15）1　（ρ2F）’≧（2一ε）ρ一ip（ρ2F）
定理2の場合には（13）2からr≧r2で
（・5）・（P・F）・≧｛叶六（1Ti＋の｝㈹
がそれぞれ成り立つ。（15）1，（15）2からそれぞれ
　（16）1　　F（r）≧ρ（r2）εF（r2）ρ（r）一ε＝aρ（r）－e，　（a＞0）
（・6）’F（r）≧F（・・）・x・〔一六∫：（IT（・）1＋q＊（・））ds］
一方，定理2の条件からITI＋q＊は（r2，。。）で可積分であるから，（16）’は
（・6）、F（r）≧Fω・・p〔一六∫1（IT（・）1＋q’（・））ds〕一・〉・t
とできる。
　つぎの補題は本質的にはAgmonによる（〔1；Lemma　2〕）。
　補題2　正の数γが存在してR≧r2＋2で
　　　　J．f”・（r）11・dr≧・∫コF（r）dr□
上の補題を承認すれば定理1，2は（16）、あるいは（16）2からただちに従う。
　補題1の証明　定理1の場合は　k＝2一ε，定理2の場合は　k＝inf，≧。、｛2一ρ（r）ρ（r）一・×
（IT（r）1＋q＊（r））／》7－｝とおけば，（13）1および（13）2から，いずれの場合も
　（17）1，2　　　　　（ρ2F）’≧，Zkρρllvil2≧o
が成り．立つ。背理法によって補題を証明するために，r≧r、でつねにF（r）≦0と仮定しよう。
（17）1，2カ、ら
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一・（・）・F（・）≧一・（t）・F（の＋・・J．‘・（・）ρ（・）ll・（瀬
≧・ず・（・）ρ（・）II・（・）ll1・ds
ここでt→。。のときを考えると，右辺は単調増加，かつ（彦によらない）左辺でおさえられて
いるから
（・8）…　一・（r）・F（・）≧ぜ・（・）ρ（・）ll・（・）II・d・
が，右辺の積分が有限であることと共に示された。ρ（r）は単調増加であるから，（18）1，2から
（・9）・，・－F（r）≧・・∬・（・）－ip（・）1【・（・）ll・d・
さてここで，r∈1のときilv（r）1≠0であるような区間1⊂（r、，。。）を考える。このような区
間は必らずとれる。なぜなら，もしr≧r、で恒等的にv（r）＝0だと，一意接続定理からM全
体でu（ろω）＝0となり仮定に反するからである。（前述のρの単調性についての注意も，こ
のことに関連している。つまり，Mの一部分でuが恒等的に0になるなら，実はM全体でu
が0になるのであるから，ρが単調増加な範囲だけを考えてそこで（5）あるいは（7）をみたさ
ないttは恒等的に0であることを示せば，もともとのMでもuは恒等的に0なはずである。）
さてr∈1に対し
　　　　9（r）＝Iog　llv（r）li2
とおく。gの2階導関数は
　　　　i」「＃12｛㈱・・一〔（11vll2）°〕211vll2｝－del。ll，（・R・（・・r・・v）＋・li・・1］2－4〔翫ll署llのア｝
したがってシュワルツの不等式と方程式（10）とから
　　　　i」≧lllP｛・・（Vrr・　v）－ll・・ll2｝
　　　　　「ξir｛一（・＋・）ll・ll・一・“2（A…v）－li・・112－T（・）ll・ll2＋・（r）ll・ll2＋（q・…）｝
　　　　≧・（r）一・’（r）－T（・）－11鵬ll
定理1の場合，（14）、および（19）、，2を考慮すれば
i」（・）≧－T（r）＋・ゆ（・）－ip（s）・・p｛・（・）一・（・）｝ds
を得る。ところでこのとき
　　　　一∫：T（・）d・
はrの関数として下に有界である。これはα＝（n－1）／2とおくと（9）により
　　　　一f，1　T（s）ds－∫：1（・）響（・（・）・）ds－・・（・）一・p（r）一・・（・・）一・p（・・）
　　　　　＋a・S．：・（・）－2P（・）・ds
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であって最後の辺の第1項が仮定により有界だからである。したがって1の任意の点r3を固定
すれば，K＞0が存在してr3＜tなかぎり，
　　　　O（の≧ρ（r、）一∫：T（・）dr＋…∫：妊悔）一・p（・）・xp｛・（・）－9（r）｝d・
ゆえに
（・・）・・1・，a（の≧－K＋…∫：d・J．c°・（・）－ip（s）・・p｛・（・）－9（・）｝d・
となる。
　定理2の場合はη（r）＝0であったから
σ（・）≧－T（・）一ゲ（・）＋・・1・Jrc°・（・）一・p（・）…｛・（・）一・（・）｝ds
であるが，条件よりTもq＊も（ro，。。）で可積分であるから上式を積分してやはり（20）1，（2，
が成立する。（20）、，（2）から特に（右辺第2項を落として）
（21）、，，　σ（∫）一σ（プ）≧－K（5－r）
がr，5∈1，r3≦r〈5に対して成り立つが，このことはまた，　llv（r）112＝θσωが1の有限な端点
（もしあれば）でoになりえないことをもあらわしている。したがって実は（r、，。。）でIlv（r）i1
≠0であって，（21）、，2も（rl，。。）で成立する。（21）1，2を（20）、，，2、に代入すればr3≦tで
　　　　9（の≧－K＋…∫：d・f．°°・（・）一・p（・）e－…s－・・　ds
右辺はt→・。のとき発散する。なぜなら
　　　　∫，・・∫・（・）一・p（・）e“・・s“r・d・一∫、d・J，：・（・）一・p（・）e－…一・・d・
　　　　　一÷∫1・（・）－ip（・）（・－e－K・s－n））ds≧÷（・－e－K）Jl．1．i・（・）一・p（s）ds
　　　　　＝OQ
だからである。したがって9（の→。。（t→。。）であるが，このことは1［v（r）112が単調に発散する
ことを意味する。しかしこれは（18）ユ，2の右辺が有限であることと矛盾するから，補題1が証明
された。
　補題2の証明　本質的なことはAgmon〔1〕に示されているとおりであるが，問題の設定
が〔1〕におけるのとはやや異なるので，あらためて証明を与えておく。
　ζR（r）を，ro≦r＜。。で定義されたC2級関数で，　r2≦r＜。。では0≦ζR（r）≦1；r、＋1≦r
≦R－1ではζR（r）≡1；r。≦r≦r2およびR≦r＜。。ではζR（r）≡0であるとする。しかもR
に無関係な定数mjo：あって
　　　　sup　lζ．（r）1≦m
　　　　re≦rくeo
であるとする。このようなζRが選べることは明らかである。部分積分から
　　　　∫簿（・）Hv（r）“2dr－J，㌻（r）羨1【・（r）ll・dr
であるが，一方（10）から
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　　　　謡豊ll・1剛F－（・＋・（・））ll・II・一・（・）一・（・・，・v）－T（・）ll・li2＋（（・（・）＋伽）
だから，ζR（r）の性質と（Av，の≦0より
　　　　Jl．fJl”（r）dr－∫驚｛ll・・li・＋（・＋・（・））ll・ll・＋・（・）－2（A…v）｝dr
　　　　　≦∫1㈲僻＋（・＋・（・）II・1］2－・（・）－2（綱｝dr
　　　　　－∫墨ω1陥＋f，k（r）｛・（・＋・（・））ll・ll・＋T（r）Hvll2－（（・（・）＋q）…v）｝dr
　　　　　≦∫1臣＋・（・＋・（・））冊）i＋・（r）＋q’（・）｝Hvll2dr
η（r），IT（r）1，q＊（r）はr。≦r＜。・で有界であるから，正の数γがあって
　　　　∫駕Fωみ≦÷∫lii漁）ll・dr
となるのは明らかである。よって補題2が証明された。
　付記1　この論文は，今野〔3〕のある意味での拡張を試みたものである。しかし両者は非常
に異なった内容を持っているので，すこし詳しく比較しよう。簡単のためこの論文を〔0〕と呼
ぶことにする。
　A．〔0〕球対称なn（≧2）次元リーマン空間：〔3〕3次元ユークリッド空間に埋め込まれ
た2次元回転曲面かつq≡0。
　B．〔0〕固有関数の増大度評価：〔3〕L2固有関数の不存在（増大度評価としては，（7）
の右辺をρ（r）－1の積分で置き換えたものしか得られない）。
　C．〔0〕ρ，pに条件が付く：〔3〕ρが単調増加かつ発散（なC2級）であればよい。ρの
意味は〔0〕と同じ。
　Aの〔3〕においてn＝2ということは本質的で，n≧3ではCが成り立たない。かえって
〔0〕より悪くなる。（なぜn＝2が特別なのか，残念ながらその深い意味は不明であるが，と
にかく方法上からそうなる。）Cをみればわかるように，n＝2でのL2解の不存在ということ
だけに限れば〔3〕のほうがずっとよい結果を与えている。なお，曲面であるかリーマン空間
であるかはたいした違いではなく，ただ単にρ（r）≦1が成り立つかそうでないかだけのこと
である。〔0〕と〔3〕のアルゴリズムはほとんど同じであるが，技巧上のわずかな違いが結果
に本質的な相異をもたらしている。
　付記2　増田〔4〕は，主部に変数係数をもつ一般の2階楕円型問題（連立の場合さえも）
を扱うことのできるすぐれた研究である。そのアルゴリズムはわれわれのものと近いが，補題
2に相当するものの証明方法が異なる。定理1は〔4〕の結果の応用としてほとんど直ちに得
られるが，定理2はわれわれの場合のほうがより直接に得られるようである。
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